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3. Mno¾ina M je omezená a uzavøená, tudí¾ je kompaktní, f je spojitá a
nabývá tak naM svého maxima a minima. Nejprve si uvìdomíme, ¾eM
je ve skuteènosti trojboký jehlan, má tak 4 stìny, 6 hran a 4 vrcholy.
Tyto struktury budeme postupnì zkoumat, zaèneme v¹ak lokálními
extrémy uvnitø mno¾iny M . Máme

∇f = (2x− 2y, 4y − 2x− 2z, 4z − 2y − 2)

Postupným dosazováním vyøe¹íme soustavu rovnic ∇f = 0: nejprve
x = y, poté y = z a nakonec z = 1, dostáváme jediný stacionární bod
A = (1, 1, 1), který opravdu le¾í uvnitø M , proto¾e splòuje v¹echny
ètyøi nerovnosti jako ostré. Funkèní hodnota v bodì A je f(A) = −1.
Dále prozkoumáme stìny jehlanu.

1) Stìna x = 0. Rovnou dosadíme a máme novou funkci dvou pro-
mìnných g1(y, z) = 2y2 + 2z2 − 2yz − 2z. Odtud

∇g1 = (4y − 2z, 4z − 2y − 2)

Stacionární bod je z = 2y, y = 1
3
, z = 2

3
. Tedy B1 = (0, 1

3
, 2
3
),

f(B1) = −2
3
.

2) Stìna y = 0. Rovnou dosadíme a máme novou funkci dvou pro-
mìnných g2(x, z) = x2 + 2z2 − 2z. Odtud

∇g2 = (2x, 4z − 2)

Stacionární bod je x = 0, z = 1
2
. Tedy B2 = (0, 0, 1

2
). Tento bod

nele¾í uvnitø stìny nýbr¾ na hranì a proto jej nebereme v potaz.

3) Stìna z = 2. Rovnou dosadíme a máme novou funkci dvou pro-
mìnných g3(x, y) = x2 + 2y2 − 2xy − 4y + 4. Odtud

∇g3 = (2x− 2y, 4y − 2x− 4)

Stacionární bod je x = y, x = 2, y = 2. Tedy B3 = (2, 2, 2), co¾
je bod le¾ící uvnitø pøíslu¹né stìny jehlanu (splòuje zbývající tøi
nerovnosti jako ostré). Platí f(B3) = 0.
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4) Stìna x + y = 4z. Také bychom mohli dosadit, nicménì mù¾emé
také pou¾ít metodu Lagrangeových multiplikátorù. Gradient va-
zební funkce je nenulový, proto¾e vazba je lineární. Oznaème

L(x, y, z) = f(x, y, z)− λ(x+ y − 4z)

∇L = (2x− 2y − λ, 4y − 2x− 2z − λ, 4z − 2y − 2 + 4λ)

Pøi hledání stacionárních bodù funkce L dostaneme soustavu ètyø
lineárních rovnic pro ètyøi neznámé, seètením prvních tøí dohro-
mady dostaneme z = 1 − λ, dosazením do souètu prvních dvou
y = z + λ = 1 a dosazením do první rovnice x = y + λ

2
= 1 + λ

2
.

Dosazením získaných vztahù do vazební podmínky máme λ = 4
9

a odtud stacionární bod B4 = (11
9
, 1, 5

9
). Platí f(B4) = −5

9
.

Pøejdeme na hrany jehlanu

1) Hrana x = y = 0: Dosadíme a získáme funkci h1(z) = 2z2 − 2z.
Ta má stacionární bod z = 1

2
, co¾ odpovídá bodu B2, který jsme

na¹li vý¹e. Platí f(B2) = −1
2
.

2) Hrana x = 0, z = 2: Dosadíme a získáme funkci h2(y) = 2y2 −
4y + 4. Ta má stacionární bod y = 1, tedy C2 = (0, 1, 2). Platí
f(C2) = 2.

3) Hrana y = 0, z = 2: Dosadíme a získáme funkci h3(x) = x2 + 4.
Ta má stacionární bod x = 0, tedy C3 = (0, 0, 2), co¾ je vrchol
jehlanu, který vy¹etøíme nakonec.

4) Hrana x = 0, x + y = 4z: Dosadíme a získáme funkci h4(z) =
26z2 − 2z. Ta má stacionární bod z = 1

26
, tedy C4 = (0, 2

13
, 1
26
).

Bod je uvnitø dané hrany a platí f(C4) = − 1
26
.

5) Hrana y = 0, x + y = 4z: Dosadíme a získáme funkci h5(z) =
18z2 − 2z. Ta má stacionární bod z = 1

18
, tedy C5 = (2

9
, 0, 1

18
).

Bod je uvnitø dané hrany a platí f(C5) = − 1
18
.

6) Hrana z = 2, x + y = 4z: Dosadíme x = 8 − y a získáme funkci
h6(y) = 5y2 − 36y + 68. Ta má stacionární bod y = 18

5
, tedy

C6 = (22
5
, 18

5
, 2).Bod je uvnitø dané hrany a platí f(C6) =

16
5
.

Nakonec nám zbývají vrcholy:

f(0, 0, 2) = 4, f(0, 8, 2) = 100, f(0, 0, 0) = 0, f(8, 0, 2) = 68.

2



Porovnáním hodnot zjistíme, ¾e globální maximum funkce f na mno¾inì
M je 100 a nabývá se v bodì (0, 8, 2), globální minimum funkce f na
mno¾inì M je −1 a nabývá se v bodì (1, 1, 1).
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4. Pro dal¹í potøeby zavedeme funkci

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − sin(ax+ by + cz).

Abychom ovìøili, ¾e v bodì (0, 0, 0) vztah F (x, y, z) = 0 lokálnì urèuje
funkci z(x, y), spoèítáme

∂F

∂z
= 2z − c cos(ax+ by + cz).

Lehce vidíme, ¾e ∂F
∂z
(0, 0, 0) = −c 6= 0, ze spojitosti derivace usou-

díme, ¾e z 7→ F (x, y, z) je na okolí (0, 0, 0) monotónní, a proto mù¾eme
pou¾ívat vìtu o implicitní funkci.

Proto¾e F je hladká funkce, tak také z(x, y) bude hladká, k urèení to-
tálního diferenciálu tak potøebujeme spoèítat parciální derivace funkce
z. Zderivováním vztahu F (x, y, z(x, y)) = 0 podle x dostáváme

2x+ 2z(x, y)
∂z

∂x
(x, y)− cos(ax+ by + cz(x, y))(a+ c

∂z

∂x
(x, y)) = 0

a odtud
∂z

∂x
=
a cos(ax+ by + cz)− 2x

2z − c cos(ax+ by + cz)
.

∂z

∂x
(0, 0) = −a

c

Podobnì zjistíme také derivaci podle y:

∂z

∂y
=
b cos(ax+ by + cz)− 2y

2z − c cos(ax+ by + cz)
.

∂z

∂y
(0, 0) = −b

c
.

Totální diferenciál funkce z(x, y) v bodì (0, 0) je tak dán

dz(0, 0)(h) = −ah1 + bh2
c

.
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