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3. Mnozina M je omezena a uzaviend, tudiz je kompaktni, f je spojita a
nabyva tak na M svého maxima a minima. Nejprve si uvédomime, ze M
je ve skutecnosti trojboky jehlan, ma tak 4 stény, 6 hran a 4 vrcholy.
Tyto struktury budeme postupné zkoumat, zacneme vsSak lokdlnimi
extrémy uvnitt mnoziny M. Mame

Vf=02r -2y, 4y — 20 — 22, 42 — 2y — 2)

Postupnym dosazovanim vytesime soustavu rovnic Vf = 0: nejprve
r =y, poté y = z a nakonec z = 1, dostavame jediny stacionarni bod

A:

(1,1,1), ktery opravdu lezi uvnitt M, protoze spliuje vechny

¢tyfi nerovnosti jako ostré. Funkéni hodnota v bodé A je f(A) = —1.

Déle prozkoumame stény jehlanu.

)

Sténa z = 0. Rovnou dosadime a mame novou funkci dvou pro-
ménnych g, (y, z) = 2y* + 222 — 2yz — 2z. Odtud

Vg = (dy — 2z, 4z — 2y — 2)

Staciondrni bod je z = 2y, y = 3, 2 = 2. Tedy By = (0,3, 2),
f(B1) = —3.

Sténa y = 0. Rovnou dosadime a mame novou funkci dvou pro-
ménnych go(z,2) = 22 4 222 — 22. Odtud

Vgo = (2x, 4z — 2)

Staciondrni bod je x = 0, z = % Tedy B, = (0,0, %) Tento bod
nelezi uvnitf stény nybrz na hrané a proto jej nebereme v potaz.

Sténa z = 2. Rovnou dosadime a mame novou funkci dvou pro-
ménnych gs(x,y) = 2% + 2y? — 2zy — 4y + 4. Odtud

Vg3 = 2z — 2y, 4y — 2z — 4)
Stacionarni bod je x =y, x = 2, y = 2. Tedy B3 = (2,2,2), coz
je bod lezici uvniti piislusné stény jehlanu (splhuje zbyvajici tii
nerovnosti jako ostré). Plati f(Bs) = 0.



4)

Sténa x 4+ y = 4z. Také bychom mohli dosadit, nicméné miizemé
také pouzit metodu Lagrangeovych multiplikatort. Gradient va-
zebni funkce je nenulovy, protoze vazba je linearni. Oznac¢me

VL= _2r—-2y— X\ 4y —2x—2z—\ 4z —2y — 2+ 4)\)

Pti hledani stacionarnich bodt funkce L dostaneme soustavu ¢tyt
linearnich rovnic pro ¢tyfi neznamé, sectenim prvnich t¥i dohro-
mady dostaneme z = 1 — A, dosazenim do souc¢tu prvnich dvou
y = z+ A =1 a dosazenim do prvni rovnice x = y + % =1+ %
Dosazenim ziskanych vztaht do vazebni podminky méame \ = %

a odtud staciondrni bod B, = (191, 1, 9) Plati f(B,) = _g,

Ptejdeme na hrany jehlanu

)

Hrana z =y = 0O: Dosadime a ziskdme funkci hy(z) = 222 — 2z.
Ta ma stacionarni bod z = =, coz odpovida bodu Bs, ktery jsme
nasli vyse. Plati f(Bs) =
Hrana x = 0, z = 2: Dosadime a ziskame funkci hso(y) =

4y 4+ 4. Ta mé stacionarni bod y = 1, tedy Cy = (0, 1,2). Plati
f(Cy) = 2.

Hrana y = 0, z = 2: Dosadime a ziskdme funkei hz(z) = 22 + 4.
Ta ma stacionarni bod =z = 0, tedy C3 = (0,0,2), coZ je vrchol
jehlanu, ktery vysSetiime nakonec.

2;
2

Hrana z = 0, z + y = 4z: Dosadime a ziskéme funkei hy(z) =
262 — 22. Ta m4 staciondrn{ bod z = tedy Cy= (0,2, 5).
Bod je uvnitt dané hrany a plati f(C’4) 26

26’

1822 — 2z. Ta ma stacionarni bod z =

Bod je uvnitt dané hrany a plati f(C'5) —3-

Hrana z = 2, z + y = 42: Dosadime x = 8 — y a ziskame funkci
he(y) = 5y* — 36y + 68. Ta ma stacionarni bod y = %, tedy

Ce = (252, 158, 2).Bod je uvniti dané hrany a plati f(Cs) = %.

Nakonec nam zbyvaji vrcholy:

£(0,0,2) =4, f(0,8,2) =100, f(0,0,0) =0, f£(8,0,2) = 68.

2



Porovnanim hodnot zjistime, Ze globalni maximum funkce f na mnoziné
M je 100 a nabyva se v bodé (0,8,2), globdlni minimum funkce f na
mnoziné M je —1 a nabyva se v bodé (1,1, 1).



4. Pro dalsi potifeby zavedeme funkci
F(z,y,2) = 2* +y* + 2° — sin(az + by + c2).

Abychom ovéfili, ze v bodé (0,0,0) vztah F(x,y,z) = 0 lokdlné urcuje
funkei z(x,y), spocitame

OF
5 = 2z — ccos(ax + by + cz).
Lehce vidime, ze %—5(0,0,0) = —c # 0, ze spojitosti derivace usou-

dime, ze z — F(x,y, z) je na okoli (0,0,0) monoténni, a proto mizeme
pouzivat vétu o implicitni funkci.

Protoze F je hladka funkce, tak také z(x,y) bude hladka, k urceni to-
talniho diferencidlu tak potfebujeme spocitat parcialni derivace funkce
z. Zderivovanim vztahu F(x,y, z(x,y)) = 0 podle x dostavame

0 0
20+ 22(w,y) 5 (2, ) = cos(az + by + ex(x,y))(a + e5-(2.y) = 0

a odtud
0z acos(ar +by +cz) — 2z

0 2z — ccos(ax + by + cz)
0z a
%(070) =

Podobné zjistime také derivaci podle y:

0z _ beos(ax + by + cz) — 2y
Oy 2z —ccos(ar + by +cz)’

0z b
8_y(0’0) =-

Totélni diferenciél funkce z(z,y) v bodé (0,0) je tak dan

_ Cth + bhg

dz(0,0)(h) = .



